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ИНДЕКСНЫЕ ГЕНЕРАЦИИ ПЕРЕСТАНОВОК 

Сдвижков О.А.

Для перестановок, следующих в заданном порядке (лексикографическом или  антилексикографическом),  получены формулы генерирования  их по индексам (порядковым номерам) и обратные зависимости. Алгоритмы генерирования реализованы  в VBA Excel, приведены примеры.


Рекурсивные алгоритмы генерирования в заданном порядке перестановок 
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, ,  элементов 1, 2, 3, . . ., n подробно рассматриваются в [1, 2, 3] и множестве других источников. Однако как-то незамеченными оказались  алгоритмы генерирования массивов перестановок по столбцам и вытекающие из них формулы, связывающие перестановки и их порядковые номера, позволяющие генерировать перестановки по их индексам. Алгоритмы генерирования реализованы  в VBA Excel, приведены примеры  [4].


Алгоритм 1. Генерирование  массива перестановок, следующих в лексикографическом (возрастающем) порядке.


Шаг 1. В столбец 
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, квадратные скобки обозначают целую часть. Принимается к=2.


Шаг 2. В столбец 
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Шаг 3. Если 
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Алгоритм 1 реализован в макросе Transf  [4], возвращающем  всю последовательность перестановок в лексикографическом порядке. 


Алгоритм 2. Генерирование массива перестановок, следующих в  убывающем порядке.


Шаг 1. В столбец 
[image: image18.wmf]1

=

k

выписываются 
[image: image19.wmf])!

1

(

-

n

 значений 
[image: image20.wmf]n

, затем 
[image: image21.wmf])!

1

(

-

n

 значений 
[image: image22.wmf]1

-

n

 и так далее, до 
[image: image23.wmf])!

1

(

-

n

 значений 1, включительно, т. е. 
[image: image24.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

-

=

)!

1

(

1

)

1

,

(

n

i

n

i

a

, 
[image: image25.wmf]!

,

1

n

i

=

, квадратные скобки обозначают целую часть. Принимается к=2.


Шаг 2. В столбец 
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Шаг 3. Если 
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Макрос Transf, когда входные данные 
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Алгоритм 3. Генерирование массива перестановок, следующих в антилексикографическом порядке.


Шаг 1. В столбец 
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Шаг 2. В столбец 
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Шаг 3. Если 
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Алгоритм 3 реализован в макросе TransAnti [4], возвращающем,  когда входные данные 
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Алгоритмы 1 – 3  неудобны тем, что перестановки доступны только после формирования всего массива 
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В силу алгоритма 1 при фиксированном значении i выполняется
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что записывается в виде
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Блок с одинаковыми значениями 
[image: image56.wmf]1

a

, в который попадает  значение  i , в свою очередь, делится на блоки с одинаковыми значениями 
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причем  значение 
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Продолжение рассуждений приводит к теореме 1.


Теорема 1. Элементы перестановок, следующих в лексикографическом порядке, когда  
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где
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Например, при 
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Теорема 1 реализована в макросе Permute [4]. Обратные рассуждения приводят к теореме 2. Достаточно учесть, что в столбце  
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Теорема 2.  Индекс  перестановки 
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в списке перестановок, следующих в лексикографическом порядке, находится по формуле:
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Например, для перестановки (2, 4, 3, 1) по теореме 2 получаем:
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Если перестановка (3, 2, 4, 1, 5), то:
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Задача. Какая перестановка идет за перестановкой (4, 2, 1, 5, 6, 3) в списке перестановок, следующих в лексикографическом порядке?

Решение. Находим номер перестановки:
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По теореме 1 при n=6 находим перестановку с номером 389:
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Ответ: (4, 2, 1, 6, 3, 5)


Замечание. К такому же ответу приводит и рекурсивный алгоритм [3]: 

1) В перестановке (4, 2, 1, 5, 6, 3) крайнее правое неравенство 
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2) Наименьшее значение справа от 5, которое больше 5, равно 6=
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3) Транспозиция элементов 
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 приводит к перестановке  (4, 2, 1, 6, 5, 3); 

4) Изменяя порядок следования элементов после i=4, получаем (4, 2, 1, 6, 3, 5).

Теорема 3. Элементы перестановок, следующих в антилексикографическом порядке, когда  
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Например, при 
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по теореме 3 получаем:


[image: image88.wmf]4

;

2

}}

1

,

3

{

\

}

4

,

3

,

2

,

1

{{

max

2

1

!

1

!

2

2

!

3

1

11

;

1

}}

3

{

\

}

4

,

3

,

2

,

1

{{

max

3

1

!

2

!

3

)

1

2

(

11

;

3

}

4

,

3

,

2

,

1

{

max

2

1

!

3

11

1

2

2

3

3

3

2

2

4

1

=

Þ

=

=

Þ

=

+

ú

û

ù

ê

ë

é

×

-

×

-

=

=

=

Þ

=

+

ú

û

ù

ê

ë

é

×

-

-

=

=

=

Þ

=

+

ú

û

ù

ê

ë

é

=

a

a

a

a

g

g

g


Теорема 3 реализована в макросе PermuteAnti [4]. 

Теорема 4.  Номер перестановки 
[image: image89.wmf])
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в списке перестановок, следующих в антилексикографическом порядке, находится по формуле:
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Например, для перестановки (3, 2, 1, 5, 4) по теореме 4 находим:
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